Exponentielle d’une matrice.

Pour toute soluti ’ I(t) = dxft) . pk

A tm ution de 1 (?([Ilﬂf.()ll".'l. (t) = Az(t) on & -m-él = A*z(t).
L s l"i() de Taylot de (1), 326° L2 (0) #'éerit donc

0 LA™, oh v = 2(0).

2.1, Proposition, Soit A € M,(C) ct v € C™, La séric 1¢° HA™
convergo nm"x.nulo.nw.nt, sur tout intevalle fini de R. La somme de cette série
@(t) = 30 £y A est dérivable par rapport A ¢ et 'm'(p(t) = Ap(t).

“ ' PP . N
‘En particulier, pour toute matrice A la série 355° %;.converge (absolu-
ment). '
Définition. La somme de la série
00  An

A=Y=
nl

0

s'appelle 'exponentielle de A.

2.2. Corollaire. La série (& cocfficients matriciels) 326° %}A" converge
normalement sur tout intervalle fini. Sa somme et est dérivable par rapport

“Atet ;‘,’Ec"“ = Aet4, .

2.3. Corollaire: existence. Pourv € K™, o(t) = e*v est une solutio;l
de I'équation 2’ = Az vérifiant la condition initiale ¢(0) = v.

Unicité de la solution. Soit ¢(t) une solution quelconque vérifiant
¢(0) = v. Posons ¥(t) = e~tAp(t). La dérivation donne ¢/(t) = 0, d’od
(t) = v. Sion prend ety comme ((t) on a e"tet4y = v ce qui est valable

quelque soit v. .
Donc e~t4etd = Id, et est 1 'inverse de etA, Finalement,
() = e~t4p(t) = v entraine (t) = ethy,

2.4. Corollaire. ¢4 est I'unique fonction matricielle U (t) vérifiant
I'équation $U(t) = AU(t) et la condition initiale U(0) = Id.

Cas dingonalisable: si A = diag(hy, -\ An), € = diag(e™, .. ™)

bhimgement de base: e AP = P-1eAP.

Scanné avec CamScanner



"W"‘f SXEm.

2.5. Lemme. a) Soit (Ay,...,A\n) les valeurs propres de A. Alo
(M, ...,e*) sont les valeurs propres de e4. ors
b) det(e“‘) = etr(4),
(La démonstration est fait par la tngona.hsatlon )

2.6. Lemme. Si AB + BA, on a eA*B — ¢A.B

[ En particulier, e est inversible et (e4)~! = e~4]

Demonstmtzon. On note que AB = BA entrame eAB = ¢'4B. Soit
U(t) = et4etB. Alors

- U'(t) = Ae'e'B + e BetP = (A + B)et4e!B = (4 + B)U(2).
En plus U(0) = Zd. L'unicité entraine que U(t) = e'(4+B)_ Ensuite on

_poset=0.

Noter que et+94 = gtAg2A. - |5 famille {€*4} est un "groupe a un
parametre”. En particulier, ¢ est inversible et (et4)~} = ¢—tA.

2.7 Cas général. Soit A D+Nla decomposmon de Dxmford et
N1 =0, Alors :

4 = ePHN — (T 4 IN + EN2/2 + ... + BN /1Y)
Ubhsattondespmjecteursspectrm RappeleonsqueD=E'~.‘=1/\.:ne\,

ou II; est le projecteur spectral sur le sous-espace caractéristique associé &
i ei:N:A—DT Alors

k

Ew=28"*tn,'

i=1 .

Onendédtﬁtlastr\x:tuneidsélémentsdee“entantqueﬁoncﬁonsdet.

Remarque Lscolonnesdee“sontlessolutlonsdusystémez’ Az
vérifiant les conditions initiales particuliéres: say-éme colonne ¥; vérifie
¥;(0) = e;, le j~2me vecteur canonique.

! memi e“oonneuta\mtd’mformahonquenxmporbequeﬂebasedﬂs

salutions:

2.8. Lemme. (i) Sait (1, ..., o) une famille des solutions de 1’¢)§quatlon
¥ = As. Sm“'(t)hmatnwdommoolonmmt(m,-.,%
o(t) = 6“‘1'(0)

.
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(ii) Soit (¢py, ~¥n) une base des solutions de I'équation 2’ = Az, Soit
®(t) la matrice dont les colonnes sont (1, ..., n). Alors et4 = &(¢)(0)~!.
[On appelle ®(t) une solution (ou une matrice ) fondamentale.]

Exemple en dimension 2.

Soit le polynéme caractéristique Pa(z) =22 +az +b.
Cas 1: racines simples A # . Alors

II) = )‘-l—“(A — pl) et I, = 15 (A — AI). Ensuite
e = 10, + M, = v l(e* — e4)A — (ue* — AeM)lI.

Cas particulier: a = 0, alors p=-Aetona

ed= glx(g" —e M)A+ jE +e . :

Oscillations harmoniques: sia =0 et en plus b > 0, alors ) est imagi-
naire, A = iw, et eA = 1sinwA + coswl. De méme,

e*4 = Lsin(wt) A + cos(wt)].

L

Cas 2: racine double A. Alors A = AI+ N ol N est nilpotente: N2 = 0.
Onaed =e)I+N).

Proposition: 'exponentielle et la méthode d’Euler.
Pour toute matrice A on a e# = limn_.oo(Z + A/n)".

Equation non homogene:
méthode de la variation des constantes.

On considére ’équation non-homogene:

Z(®) = Ax(t) +5(t)

2.9.”Principe de superposition”: a) Soit ©’ = Az + b; et Y = Ay + by.
Alors z(t) = z(t) + y(t) vérifie 2/ = Az + (b + ba).

b) Toute solution de l'equation non-homogéne ¥ = Az + b(t) est la
somme d’une solution particuliére et d’une solution de l’équation homogéne

= Ay. .

v Onz::herche 1a solution z(t) sous la forme z(t) = e*4y(t). On obtient pour
y(t) Péquation 3/ (t) = e~*4b(t), d’o la solution y(t) = y(to)+ f,f, e Ab(s)ds.
On remarque que y(to) = e~*4z(to).

3
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2.10. Formule de Duhamel:

t
2(t) = et (1) + /t e(t=9)4p(s)ds
0

Dans cette formule z(t) est la somme de deux termes: u(t) = [, ¢ elt=2)Ap(s)ds
est la solution particuliere de I'équation 7 = Az + b(t) vénﬁant la condi-
tion initiale u(to) = 0 et v(t) = et~%)Az(0) est la solution de I’équation
homogene vérifiant la condition initiale v(ty) = z(to).

2.11. Corollaire: existence et unicité. Soit b : ] — K™ une fonction
continue définie sur un intervalle I. Pour tout 29 € K™ et ty € I il existe
une solution unique z(t) de I'équation %£(t) = Ax(t) + b(t) définie sur I &
valeurs dans K™ vérifiant la condltlon 1mt1a1e z(to) = xo.

Equation scalaire d’ordre n.

-1

ar d
dtnz-i—an_ = T+ +a12t-z+aoz—0(*)

A I’équation (*) on peut associer un systéme différentiel équivalent d’ordre
1 en introduisant de nouvelles inconnues: zg = z, z; = ', Tn—1 = z* V.
Le systéme s’écrit 1’6 =Z], ey Tn_g = Tn—1, Tn—1 = —(G0To+...+An-1Zn-1).
En notation vectorielle cela donne x’ = Ax ol x = (%o, ..., Tn-1) = (a: ,7,.. z("“l))

et A = (ai;) est la matrice ” compagnon”:
@ii+1 = 1, anj = —a;—1 et les autres éléments de A sont nuls.

On sait que le polyndme caractéristique de A est

pa(2) = (1)™2" 4 @n12"" 1 + ... + @12 + a0),.

et on sait que le polynéme minimal est égal (au signe prés) au polynome '
caractéristique; soit pa(z) = (=1)*(z — A1)™...(z — A)™.

Donc pour chaque valeur propre ); l'indice de nilpotence dans le sous-
espace caractéristique associé est égal a m;. (Noter que les espaces propres
sont tous de dimension 1.) On en déduit:

2 12. Proposu'.lon Soit pa(z) = (—=1)*(z = M)™...(z — M)™*. Les
fonctions tPieXt, o j=1,...,k et 0 < pj <m; forment une base (complénce)

des solutions de l’équatwn (*)

Toute solution s'écrit donc comme i % (t)e"it o1 gj(t) sont des polynémw
deg(g;) <mj.
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Re
a0 = 0::1':;81:.. A chaque racine A de I’équation 2"
oy : 01éfe une solution exponentielle z(
0 tient 1’équation caractéristique A +
€xigeant que la fonction z(t) = Mt éan

ten_12" 14 4z
t) = e, Réciproquement,
An-1 +..+a1A+ay=0en
vérifie 'équation différentielle,

Si les coefficients ‘
G0, -..; @n—1 sont réels, une base des soluti .
donnée par les fonctions ¢P; e ’ olutions reélles est

7 (pour les ); réelles) et 75t cos(g;
Pi et o j e®" cos(B;t) et
P €%t sin(B;t)) (pour les A;j complexes, ol Aj=aj+if;) et 0<p; <mj.

En vu d.e ce résultat, on n’a pas besoin de passer par la matrice, mais
on peut traiter 'équation (*) directement:

2.13. Lemme. ) est une racine du polynéme caractéristique
) p(2) = 2" + ap_g2™ ! + ... + a1z + ap de multiplicité m si et seulement
si les "mondmes” e, teX,..., t™—1eM vérifient I'équation différentielle *).

e Démonstration. Faisons dans 'équation (*) la substitution suivante :
z(t) = u(t)e*. On a £ (ue*) = ($u+ Iu)eM = (£ + Nue.

Donc I’équation (*) devient:

(& + N "u+an-1($ + 0" u+ ..+ a1(4 + Nu+agu = 0 (*¥)

ou, si on développe, . : ;

u™ + b, uD 4+ 4 hou=0. . B

Pour le polynéme caractéristique 5(z) = 2" +bp_1 2" 1+ ... + by 2+ by de
(**) on a 5(z) = p(z + A) (facile & vérifier). Donc ) est une racine de o(2)
de multiplicité m si et seulement si 0 est une racine de 5(z) de multiplicité
m, ce qui veut dire que by =0, ... bp—1 =0. . ' '

L’équation (**) devient u(™ + b,_1u®™D + ... + bmu(™ = 0 et admet
donc des solutions 1,t, ..., ™. Reciproquement, si (**) admet des solutions
L,t,..,t™}, alors by = 0, ... bm—1 = 0 et 0 est une racine de 5(z) de
multiplicité m. ee S : '

- Démarche & suivre: pour résoudre I’équation scalaire (*) avec la con-
dition initiale z(0) = ¢;, #/(0) = ¢y, ..., z("~1(0) = Cp il faut S
1) résoudre I'équation caractéristique 2" +an—1 2" 1+...4-a12+ap = 0 qui

se déduit directement de I'équation différentielle, sans passer par la matrice;
2) écrire la solution comme une combinaison linéaire des solutions de

- B va—

base explicitées dans la Prdpodtion 2.12 avec des coefficients indéterminés et //—_-\‘
calculer les coefficients afin de satisfaire les conditions initiales (cela revi %

ent
a résoudre un systéme d’équations linéaires). : . / .

#
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